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CREDITIZI

CLAUDIA CECI

1. INTRODUZIONE AL RISCHIO DI CREDITO

Con il termine Rischio di Credito si fa riferimento all’eventualitd che una delle due parti di un
contratto finanziario non onori gli obblighi assunti determinando una perdita della parte creditrice.
Il rischio di credito non va inteso esclusivamente in relazione alla possibilita che la controparte di
un contratto vada incontro a default (rischio di default), ma anche al caso in cui questa abbia un
inatteso deterioramento creditizio ossia un declassamento del rating (rischio di downgrade).

La recente crisi finanziaria globale, che ha portato al fallimento di alcune grandi istituzioni fi-
nanziarie, ha provocato una crescente attenzione verso il tema del rischio di credito e pia specifi-
catamente verso quello di controparte (Counterparty Credit Risk) e verso gli effetti potenzialmente
disastrosi che un’eccessiva esposizione in derivati OTC (Over The Counter) pué avere nei casi di
controparti ad alta probabilitd di insolvenza. Negli ultimi anni il mercato dei derivati OTC é
cresciuto in modo esponenziale creando una fitta rete di connessioni tra le banche mondiali. Una
collettiva sottostima del rischio di controparte da parte degli investitori ha fatto si che i nozionali
complessivi sui derivati crescessero eccessivamente (colossi come Lehman Brothers, Bear Stearns
o AIG American International Group erano considerati dal mercato come controparti risk-free).

L’esigenza di giungere ad una regolamentazione comune del sistema bancario ed in particolare
negli aspetti di misurazione e gestione del rischio ha portato alla creazione di un’organizzazione
internazionale, nota con il nome di Comitato di Basilea, che opera per promuovere la cooperazione
tra le banche centrali e altri organismi o autorita equivalenti sui temi della stabilitd monetaria
e finanziaria. In particolare, con Basilea III, si é introdotto il concetto di CVA (Credit Value
Adjustment). Esso permette alle banche di determinare il valore di rischio qualora avvenga una
variazione della componente creditizia: pid precisamente, si basa sul calcolo del valore di un
portafoglio in condizioni normali (risk-free) e in condizioni di possibile default, ossia qualora la
controparte coinvolta nell’accordo sia fallita.

La stima della perdita attesa di un’esposizione creditizia per ogni posizione su portafoglio richiede
a sua volta la stima di tre parametri correlati tra loro:

e Il valore dell’esposizione in caso di insolvenza (EAD - exposure at default);
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e La probabilita di insolvenza della controparte (PD - default probability);
e Il tasso (atteso) di perdita in caso di insolvenza (LGD - loss given default) cioé la percentuale
dell’esposizione che si prevede di non riuscire a recuperare.

Gli indicatori per Rischio di credito si dividono in

e Diretti: le agenzie di rating (Moody’s, Standard & Poor, Fitch) attraverso I’osservazione
di alcuni fattori, tra cui per esempio, la struttura patrimoniale dell’indebitamento, la lig-
uidita e la qualita della classe dirigente classificano la stabilita finanziaria di un soggetto
assegnando una classe di rating. In questo modo forniscono indicazioni agli azionisti sulla
capacita di ripagare un debito di un soggetto in un determinato periodo. Nella scala uti-
lizzata pit basso é il rating e maggiore ¢ il rischio di credito;

e Indiretti: si misura la qualitd del credito di una societd attraverso i prezzi di mercato,
si utilizzano alcune misure implicite come l'intensité di default e il credit spread, definito
come la differenza di rendimento tra una obbligazione rischiosa e una non rischiosa, o presa
come benchmark di riferimento.

2. MODELLI PER IL RISCHIO DI DEFAULT

Si hanno due principali classi di modelli

e Strutturali: il primo fu proposto da Merton nel 1974, in cui il default di un soggetto é
definito in modo endogeno attraverso il valore della sua attivita . Descrivendo quest’ultimo
attraverso un moto browniano geometrico e supponendo che il default possa avvenire solo
alla maturita nel caso in cui il valore della societa risulta inferiore alle sue passivitda, Merton
ricava una formula esplicita per la probabilita di default e il credit spread (differenza di
rendimento tra DZCB - defaultable zero coupon bond- e ZCB).

e In forma ridotta o hazard rate models: il default si verifica a sorpresa e il tempo di default
viene descritto da una variabile aleatoria esogena.

2.1. T modelli hazard rate o intensity based. Consideriamo una sola unita fallimentare e in-
dichiamo con 7 il suo tempo di default. Il modello pit semplice é supporre che 7 abbia distribuzione
esponenziale di parametro A\ > 0, ossia di funzione di distribuzione

F(t)=P(r <t)=(1—e ) 1ys0.

Il parametro A rappresenta l'intensita di default, ossia é una misura istantanea del rischio di default:

. P(r <t+ At|t > 1) . Pt<t<t+ A
lim = lim =
At—0 At At—0 AtP(T > t)

_ Y
~ lim F(t+ At) — F(t) _ e N
A0 AtP(T > t) e~

Questa proprietd pud essere scritta come:



P(r <t+dt|t > t) = Adt.

Pit in generale nei modelli hazard rate il parametro A é sostituito da una funzione deterministica
del tempo v(t) > 0, la funzione di distribuzione si scrive nel seguente modo

F(t)= P(r <t) = (1 —e Jor) 1,0,

la sua densité
f(t) =~(t)e” J ’Y(s)ds]-{tzo}

e (t) rappresenta la misura istantanea del rischio di default all’istante t:

P(r <t+dt|t > t) =~(t)dt.

Indichiamo con Y} il processo funzione indicatrice del default, Y; = 1<, e con {H;};>0 la sua
filtrazione naturale data da

He = o{Ys;s <t}
La filtrazione {H;}:+>¢ rappresenta 'informazione a disposizione, che consiste nella conoscenza ad
ogni istante di tempo se il default é avvenuto o no.

Osserviamo che vale la seguente uguaglianza:

e { non ¢é avvenuto il default in [0,¢]} = {7 > t} = {V; = 0},
e {¢ avvenuto il default in [0,¢]} = {7 <t} = {Y¥; = 1}.

Remark 2.1. Osserviamo che Vt > 0, P(T > t) = e da cui seque in particolare che P(T > 0) =
1, ossia T assume valori in (0, 400).

3. PRICING DI DERIVATI CREDITIZI

3.1. Valutazione di DZCB. Sia () una misura neutrale al rischio (misura di pricing), A% > 0
I'intensita di default rispetto a @ ed r > il tasso di interesse privo di rischio (composto continu-
amente). Consideriamo un ZCB sensibile al rischio di credito, che paga il valore nominale 1 alla
maturitd 7" se non é avvenuto il default in [0, 7] e 0 altrimenti. In base alla valutazione neutrale
al rischio il prezzo al tempo t < T é dato da

p(t, T) = G_T(T_t)EQ[l{T>T}|'Ht].

Osserviamo che p(t,T)e ™ = ECle1om|H,] = EC[X|H,], con X = e 1opy via. Hp-
misurabile. Ne segue che {p(t,T)e " },cpo,my risulta essere una Q-martingala.

Per il calcolo di p(t,T), possiamo scrivere che EQ[1 o7 |H] = EQ[1-m|Y.
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Ora osserviamo che sull’evento {7 <t} = {Y; = 1}, E?[1{,~1}|Y;] = 0. Rimane cosi da calcolare

p(t, T) = eir(T*t)EQ[l{T>T}’T > t]1{7.>t}.

D’altra parte si possono eseguire i seguenti passaggi formali:

EQ[1{7>T}|Y;‘/] = EQ“—{T>T}|Y;E = 0]1{1/}:0} + EQ[]_{T>T}‘Y; = 1]1{}@:1} =
EC[Liamy|m > sy + B9 L 1r<n Y = 1] = E9[1prany |7 > t1(sy,

essendo 1g;-m 1< = 0.

Tenendo conto che
Qir>T,7>1t) Q(r>T) QT
E®[1, t] = Tir >t) = ! _ _ A1)
[ { >T}’T > ] Q(T > |7_ > ) Q(T > t) Q(T N t) € )

si ottiene
L (rAQ)(T—
p(lf,T) =€ (rAS)(T t)1{7>t}. (31)

Se confrontiamo con il prezzo di un ZCB privo di rischio di valore nominale 1
p()(Zf,T) _ efr(Tft)

'equazione (3.1)) puo essere interpretata come il valore di un default-free ZCB con tasso di interesse
modificato pari a R =7 + A9 > r.

Dai passaggi sopra effettuati possiamo anche scrivere che

Q(r > TIH,) = e M T 1, . (3.2)

I1 Credit Spread tra due obbligazioni di scadenza T e di valore B(t,T) e By(t,T), una rischiosa
e ’altra presa come benchmark di riferimento, é dato dalla differenza del loro rendimento:

B 1 B(t,T)
c(t,T) = _T—tln <B0(t,T)> :

Questa definizione segue dalle relazioni B(t,T) = e #7=% ¢ B(t,T) = e (T (ipotizzando un
tasso di rendimento costante):

B(t,T) ~(RI-R)T=) @ R 1 | (B(t,T) ) ‘

Bo(t, T) T—t "\ By(t.T)

Se calcoliamo il credit spread tra il DZCB e il ZCB, troviamo che esso coincide con A9, infatti

p(t,T) o AUT-1)

po(t, T)



da cui possiamo ricavare

R 1n(p<t’T)>. (3.3)

T—t pO(t7T>

Remark 3.1. Lo spread creditizio consente un confronto tra un’obbligazione societaria e
un’alternativa priva di rischio. Pid precisamente, il credit spread c(t,T) é dato dalla differenza
di rendimento al tempo t di una obbligazione a rischio di default rispetto ad una corrispondente
(di uguale scadenza T) priva di questo rischio o che assumiamo come benchmark di riferimento.
Per esempio la differenza tra il rendimento offerto dal BTP a 10 anni e dal suo omologo tedesco,
il Bund. Gli spread di credito sono misurati in punti base, una differenza dell’1% nel rendimento
corrisponde a uno spread di 100 punti base.

Remark 3.2. Le equazioni (3.1)) e (3.1)) possono essere estese al caso di hazard rate v%(t) e tasso
d’interesse r(t) funzioni deterministiche del tempo:

— T""S QS S
p<t7T) —=e ft ( ( )+7 ())d 1{T>t}7

T
QT > T|Hy) = e e 1°6sq, .

Per questi modelli, essendo PT) =) VQ(S)dS, la formula

pO(th)
1 T
39 =— In p(t.T)
T—1t Po (t, T)

permette di stimare ’hazard rate medio dato da 4% = TL_t ftT 79 (s)ds.

Per dettagli si fa riferimento al libro [McNeil, Frey, Embrechts, Quantitative Risk Management,
Princeton Series in Finance].

Consideriamo il caso in cui il LGD (loss given default) 0 < 6 < 1, il DZCB avra un tasso di
recupero pari a 1 — 9.

Nel caso di Recovery of Treasury il recupero avviene alla maturita e il prezzo del DZCB é dato
da:

prr(t,T) = e " T IEC L ary + (1= 8)1iery[He] = e " T IE 1 prary + (1= 0) (1 — Lprary)|He] =

e " TIEC[(1 = 6) + 01 (romy [Hy] = (1 = 8)e ™" 4 5p(1, T).

Infine dall’equazione (3.1f) otteniamo
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prr(t,T) = (1= 8)e " T8 4 e rHANT=0 . (3.4)

Noti i prezzi del ZCB e del DZCB con recovery of treasury si pud ricavare una stima dell’intensité
di default \¥:

prr(t,T) “AQ(T—t
= (1 —0) + e T
p0<t7 T) ( )
da culi si ricava
1 PRT(@ T) 1 — (5
Q_ _ 1 _
A T (5pg(t, ) 5 ) (3.5)

Remark 3.3. L’equazione (3.1)) pud essere estesa al caso di hazard rate ¥2(t) e tasso d’interesse
r(t) funzioni deterministiche del tempo

pre(t,T) = (1 — 8)e™ i 7908 4 o=l CORWNdsq .

Per questi modelli la formula

_ 1 PRT(t T) 1—(5
Q_ _ 1 ’ —
7 T—tn(épo(t,T) 5 )

permette di stimare Uhazard rate medio dato da 4% = ﬁ ftT 7@ (s)ds.

Per dettagli si fa riferimento al libro [McNeil, Frey, Embrechts, Quantitative Risk Management,
Princeton Series in Finance.

Nel caso di Recovery of Face Value il recupero avviene al tempo di default e il prezzo del DZCB
é dato da:

prr(t,T) = e TIECLapy [ He + EO[(1 = 6)e " ey | 1]
da cui si pud ricavare 1’espressione

2@
A +r

prv(t,T) = [NHQXTU +(1-96) (1— e tHT0) g, (3.6)

Dimostriamo dapprima l'equazione ({3.1)) nel caso ¢t = 0.

Ricordando che la densita della distribuzione esponenziale di parametro A? é data dalla funzione
f-(t) = )\Qe”\Qtl{tEO}, possiamo calcolare:

o) T
AQ
ECle 1 epy] = /0 e Liery fr(s)ds = /0 AQe~ (s gg — e r(l — e ATy



Tenendo conto di quest’ultima espressione otteniamo infine che:
2@
AC +r

che é il caso particolare della equazione per t = 0.

prv(0,T) = |e T 4 (1 - 5) (1 — e (AT

9

Dimostriamo ora il caso generale utilizzando la densita condizionata del tempo di default rispetto
alla o-algebra H,;:

f‘r|7-lt(3) = )‘Qe_)\Q(S_t) 1{T>t}> Vs > t,

otteniamo che

EQle™ 1oy [H,] =/ e " gy Frin (8)ds sy
0

T Q
_ Q. — (A1) (s—1) _ A (AT 1))

da cui segue la (3.1)).

Remark 3.4. L’equazione (3.1)) pud essere estesa al caso di hazard rate ¥2(t) e tasso d’interesse
r(t) funzioni deterministiche del tempo:

T
prv(t,T) = |e” JE ()42 (s)ds 4 (1— 5)/ ~Q(s)e Ji @ w)du g g Tirary.
t

In questa circostanza si utilizza la la densitd condizionata del tempo di default rispetto alla o-algebra
H; data da:

— [FA@ u U
Frima(s) = 79(s)e” DMLy Vs >t

3.2. La probabilita di default. Mostriamo come é possibile la stima della probabilita di default,
q = Q(t <T), a partire dai prezzi di mercato.

Ricordando che il valore di un DZCB senza recovery al tempo ¢ = 0 si pud scrivere nel seguente
modo:

p<07 T) = eirTEQ[l{T>T}] = p0<07 T)Q(T > T) = pO(OvT)(l - Q>

si ricava che:

~ p(0,7)
po(O, T) '
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Analogamente, ricordando che il valore di un DZCB con recovery of treasury al tempo t = 0 é dato
da

prr(0,T) = e TE1rary + (1 = 0)1irany] = ¢ [1 — g + (1 = 6)g] = po(0, T)(1 — dg)

si ottiene che:

Infine dalla conoscenza di g possiamo anche ricavare delle formule alternative alle (3.1]) e (3.1]), nel
caso t = 0, per la stima dell’intensita di default, infatti essendo

¢=Q(r<T)=1-¢*"

si ricava che

1
2@ = —Tln(l —q).

3.3. Valutazione di Defaultable Coupon Bonds. Indichiamo con 7' la maturitd, con z il
valore nominale, e con ¢; le cedole pagate nelle date {t;;i =1,... N}

O=to<ti<---<tn=T.
Consideriamo il LGD pari ad 1 ossia un tasso di recupero nullo.

Il prezzo al tempo ¢ é dato da

pos(t,T) =EQxe T gy + > e M) =

it >t
= 2" T0Q(1 > T|H,) + Z cie "V Q(T > 1| Hy).
it >t

Infine, tenendo conto dell’equazione (3.1)) si ricava:

pCB(t>T) _ [xef(rJr)\Q)(Tft) + Z Cief(TJr)\Q)(tift)} ]-{T>t}- (37)

vty >t

Remark 3.5. Anche lequazione (3.3)) si pud generalizzare al caso di tasso di interesse r(t) e hazard
rate Y9(t) funzioni deterministiche del tempo:

— T’I‘S QS S — ti’!’S QS S

1t >t
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3.4. Valutazione di Credit Default Swap. [ CDS sono derivati creditizi principalmente uti-
lizzati da banche, assicurazioni e istituti di investimento per la copertura del rischio di credito e
sono negoziati OTC. Sono contratti in cui il detentore di un credito (protection buyer), si impegna
a pagare un premio periodico a favore della controparte (protection seller), la quale é invece ob-
bligata ad assumersi il rischio di credito che grava sull’attivita sottostante e quindi a pagare una
somma pari alla perdita che il protection buyer avrebbe sostenuto in caso di default. Ossia il buyer
acquista protezione contro il default di una unita di riferimento (reference entity), e in cambio di
un flusso di pagamenti periodici al seller quest’ultimo si impegna a corrispondere una somma o
(LGD della reference entity) al buyer in caso di default dell’unita di riferimento.

Indichiamo con {t;;i = 1,... N} i tempi di pagamento del premio
O=to<ti < - <ty=T

T la scadenza, = lo swap spread, T il tempo di default della reference entity e ¢ il LGD di
quest’ultima.

II buyer paga al seller la somma z(t; — t;_1) al tempo t;, i = 1,... N, a fronte dell’incasso della
somma ¢ in caso di default della reference entity, ossia se 7 < T'. Il valore di un CDS all’emmissione
é pari a zero.

Determiniamo il valore al tempo ¢ del flusso dei pagamenti dal buyer al seller in [¢, T]:

VI () = EQ[Z e D (t; — ti1) Lyen | He) = Z e "ty — 1) QT > 1| Hy),

it >t it >t

in base alla formula (3.1)) ricaviamo

‘/tprem(x) _ Z e—T(ti—t)m(ti _ ti_l)e—)\Q(ti—t)l{T>t}.

2t >t

Valutiamo ora il valore al tempo ¢ del pagamento al default da parte del seller al buyer:

‘/;def — EQ [6€_T(T_t) ]—{t<T <T} |Ht] :

Tenendo conto che la densité condizionata di 7 ad H,; é data da:

fT|Ht(S) = )‘Qe_AQ(s_t)]-{T>t}a Vs >t

segue che

T Q@
€ —(7r Q S— >\ —(r Q —
Vel — 51{T>t}/ AQem (AR gg — 5m(1 —e t))1{7'>t}-
¢

1 fair CDS spread x} ¢ calcolato in modo tale che V™" (z}) = V%, é quindi dato da:
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§ [ AQem (rHA9(s=0) g
Zi:ti>t e~ NGO (t; — t;)

*_
Ty =

In particolare, per t = 0:
5f0T Qe (r+As g
D iiti0 e A (t; —t; )

Si pué mostrare che mentre il VP"™ é una funzione decrescente di A%, il V% ¢ una funzione
crescente di \?. Ne segue che x7 aumenta al crescere di A%, ossia piti é alto di rischio di default
della reference entity pit elevato sara il costo della protezione.

*
Ty =

Infine, ricordando che il valore all’emissione di un CDS é pari a zero, zj definisce il premio che il
buyer paga al seller, il valore del CDS al tempo ¢ ¢ dato da:

pC’DS(ta T) = ‘/;def - V;fprem<x(>§)7

da cui segue:

peps(t, T) = Lirspy[— Z e (t —tifl)ef’\Q(tFt) +5/ AQe(r+A%)(s= Dds). (3.8)

Bty >t t

Al contrario dei DZCB che assumono valori sempre non-negativi il valore di un CDS pu6 assumere
sia valori positivi che negativi, questo é dovuto al fatto che il premio dei ZCB é pagato dal detentore
in un’unica soluzione al tempo iniziale (il seller ¢ dunque debitore del valore nozionale) mentre in
un CDS il premio viene pagato periodicamente nell’intervallo (0, T']. Piu precisamente, se xj > z§,
peps(t,T) > 0 mentre se z; < xf, pcps(t,T) < 0, in quanto

rem * rem * —r(t;— * * _\Q(t—
peps(T) = VI () = V" (wg) = 3 €700 (aj = ap) (6 = tioa)e 0.
it >t

Remark 3.6. L’equazione (3.4) pud essere estesa al caso di hazard rate ¥2(t) e tasso d’interesse
r(t) funzioni deterministiche del tempo:

pCDS(t T) — 1{T>t} Z :CO t _ t’L 1) j;f T‘ S)+’YQ ds + 6/ ft (7‘ u +’YQ dUdS]

ity >t

Per dettagli si fa riferimento al libro [McNeil, Frey, Embrechts, Quantitative Risk Management,
Princeton Series in Finance.

In particolare, se a partire dal tempo t vi € un deterioramento del rating della reference entity, (la
funzione v9(s) cresce per s > t) il valore del CDS pud aumentare in modo smisurato in quanto il
valore del fair CDS spread al tempo t, x; > xf (fair CDS spread al tempo 0).
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I CDS sono nati con la finalitd di hedging; infatti la struttura é praticamente identica a quella di
un normale contratto assicurativo. Vi é per6 una particolaritd fondamentale in questi strumenti
derivati: non é necessario che il protection buyer o il protection seller abbiano un rapporto di
credito con la reference entity. 1l contratto, infatti, prescinde dalla presenza di questo rapporto
dato che il sottostante é rappresentato unicamente dal merito creditizio e non dal credito stesso.
Questo aspetto ha fatto si che i CDS non vestissero piu solamente il ruolo di derivati creditizi
con fine assicurativo, ma anche quello di strumenti speculativi. Per dare un esempio, un trader
pud acquistare un CDS il cui sottostante é rappresentato dal default di una societa che in quel
momento é solida e ha una stabile situazione patrimoniale e rivenderlo ai primi segnali di insolvenza
e inadempimento della societa realizzando ingenti profitti.

Concludiamo la sezione con alcune considerazioni sulla calibrazione del modello. Supponiamo
di conoscere gli spreads di uno o pit CDS negoziati sul mercato, scritti sulla stessa unitéa di riferi-
mento. Da queste informazioni possiamo determinare I'intensita di default implicita A2, soluzione
dell’equazione:

Ve (g, A) = Vg (),

ossia dell’equazione

T
A
Z et (ty — ti_g)e M = 5/ e FHNs s = § (1 — e VT,
iit;>0 0 T+ A

. . . . , . . d ,
Esiste un’unica soluzione in quanto V""" (\) é una funzione decrescente di A mentre V{/ (\) é una
funzione crescente di A e

VIO (2%0) = Z et —tiog) > Vodef(o) =0

it >0

e dunque le due funzioni V™" (2%, ) e V& (\) necessariamente si intersecano in un unico punto
29,

Se i CDS scritti sull’entita di riferimento con diverse maturitd hanno lo stesso spread, allora
I'intensita di default implicita A2 non dipende da 7. Se inoltre punti temporali ¢; sono equidistanti
con At =t; —t;_1,1=0,..., N, I'intensita di default implicita é I'unica soluzione dell’equazione
(che si ottiene per T' = At):

At
xg At e~ MIAL = 5/ Ae (Vs g,
0

Se At é relativamente piccolo:

T
) / Ae TV ds ~ § \ At e~ A HTAL
0
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e si ottiene la seguente approssimazione molto utilizzata nella pratica:
)

5

Infine se I'hazard rate implicito é relativamente piccolo (di pochi punti percentuali) si ha la seguente

2O ~
approssimazione:

— x*

Q(Tﬁl)zl—e’)‘Q:)\Q:f.

Dunque nella pratica la quantita % viene utilizzata come proxy della probabilita (rispetto alla
misura neutrale al rischio) di default ad 1 anno.

3.5. Struttura generale di derivati creditizi. Sia 7 il tempo di default della societé in con-
siderazione, un generico derivato creditizio é descritto dai seguenti building blocks

- Survival claim: X171, ove X rappresenta 'ammontare promesso al tempo 7' se non avviene
il default in [0, 7], per esempio pud essere una somma certa (come nei Bonds) oppure il payoff
finale di un derivato F(Sr).

- Dividend stream: {c}icjor) flusso di pagamenti nell'intervallo [0,7] che vengono incas-
sati/versati fino al tempo 7. Per esempio le cedole incassate dal detentore di un (defaultable)
coupon bond o i premi versati dal buyer in un CDS.

- Payment-at-default: della forma Z;1,<7}, per esempio nel caso di DZCB con recovery of Face
Value ¢ pari alla somma che il detentore recupera al tempo di default, ossia Z, = (1 — §)z con
0 = LGD € (0,1) e = valore nominale, nel caso di un CDS rappresenta invece I'ammontare che
paga il seller al buyer dato dal LGD della reference entity.

Sia {¢;}i>0 il payment-rate (pagamenti continui nel tempo), X = F(Sr) il payoff finale di un
derivato di sottostante {S;}:>o e maturita 7. Nel modello Black & Scholes, la dinamica di {S;}:>0
rispetto a () é descritta dall’equazione differenziale stocastica:

dSt = St(rdt + O'th), S() >0

dove {W;}i>0 € un Q-moto browniano. Il valore di un derivato creditizio é dato dalla seguente
espressione

T
vy =B F(Sp)e ™ T D ory + e Z 1y ey +/ e "1 ryds| G,
t

con Gy = .7-—tS V H;.

Ossia {G; }i>0 ¢ la o-algebra generata da F° := 0{S, : u <t} e H; = o{V, : u <t} con {V;};> il
processo indicatore di default.
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3.6. 11 Rischio di Controparte. Il Rischio di Controparte riferisce al rischio che la controparte
di un’operazione finanziaria non adempia, entro i termini stabiliti, ai propri obblighi contrattuali.

Per esempio, nel caso in cui il derivato in questione sia un CDS il rischio di controparte é il rischio
che il seller possa fallire prima della maturita del contratto e prima della reference entity, oppure
nel caso di una opzione é il rischio che il writer possa risultare insolvente.

Il Credit Value Adjustment (CVA) é il valore di mercato che cattura il rischio di controparte. E
definito come la differenza tra il valore del portafoglio defaultable-free e il valore reale del portafoglio
che incorpora la possibilita di default della controparte. Si tratta dunque di un termine correttivo
da apportare alla valutazione del derivato effettuata senza tener conto di questo rischio.

Per esempio se consideriamo un derivato di payoff finale F/(S7), scritto su un sottostante di valore
{Si}icor) (per esempio S; rappresenta il prezzo di una azione descritto nel modello Black &
Scholes). Sappiamo dalla valutazione neutrale al rischio che il valore del derivato al tempo ¢ é dato
da

v = e_r(T_t)EQ[F(STﬂES].

Se ora teniamo conto della possibilita che il writer possa fare default prima della maturita e
assumendo il LGD pari a 1 (§ = 1), il valore reale del derivato risulta essere

el = e T OER(F(S7)1 a1y |Gi).

Ne segue che il CVA, al tempo ¢, del derivato é dato da:

real
CVAt = V¢ — Ut .

Se si assume che il prezzo dell’azione e il tempo di default del writer siano indipendenti si ottiene

,U:eal — efr(Tft)EQ[F(STMJ’.;S]Q(T > T’Ht) = ’Utei)‘Q(T*t)]_{7->t}-

Ne seque che v/ < v; e v/ & tanto minore di v; quanto A9 é grande e

in rea —\Q(T—
CV A; d— y, — v} L= y(1 —e? (T t)1{7>t}).

Assumere indipendenza tra il prezzo dell’azione e il tempo di default del writer é una ipotesi non
realistica, di solito ¢’é una correlazione positiva che porta ad un valore reale ulteriormente pia
basso rispetto a quello calcolato nell’ipotesi di indipendenza, in questa situazione si parla di wrong
way risk. In altri termini, il CVA effettivo é di solito maggiore del C'V A calcolato nell’ipotesi di
indipendenza (CV A; > CV Aind).
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