Scritto del 25 settembre 2020
Corso di Titoli derivati e Gestione del rischio II
Prof.ssa Claudia Ceci

Sia dato uno spazio di probabilitd (2, F, P) dotato di una filtrazione {F:}+>q-

1. Sia {S:}e>0 il prezzo di un’azione nel modello Black & Scholes, ossia soluzione della
equazioni differenziali stocastica (EDS)

dSt = St(ﬂdt + O‘sz) Sﬂ > 0,

con p (rendimento atteso), e ¢ > 0 (volatilitd) costanti. Si indichi con r > 0 il tasso
d’interesse privo di rischio composto continuamente.
(i) Mostrare che la soluzione dell’equazione é data dal processo stocastico

2
T 7
Sy = Spelt™T)tHo W,

(Suggerimento: : applicare la formula di Ito per determinare ’EDS che segue il
processo Y; = log(S:)).
(ii) Determinare il prezzo v(t,z) (al tempo ¢ € [0,T] se S: = z) del derivato di payoff
finale .

F(S1) =(Sr)*%.
(iii) Verificare che v(t,z) verifica 'equazione di valutazione di Black & Scholes.
(iv) Un investitore ha venduto 100 derivati determinare la quota in azioni da detenere
nel portafoglio di copertura.

2. Siano {Si}tzo, i =1,2, i prezzi di due azioni descritti dalle seguenti EDS:

dS; = 8} (p1dt + 011dWy + 013dW), S5 > 0.

dS; = SE(padt + 001dW} + 0o2dW?), Sg > 0.

con pi, 2 = 1,2 e sigmai1 > 0, a13 > 0, 021 > 0, 022 > 0 costanti, {W;}is0,i=1,2,3,
moti browniani indipendenti. Considerare un mercato finanziario costituito da i due
titoli ed il bond con tasso d’interesse privo di rischio 7 > 0.

(i) Dare la definizione di misura martingala equivalente e di mercato completo;

(ii) Determinare le misure martingala equivalenti. Il mercato é libero da arbitraggi? é
completo o incompleto? (giustificare le risposte)

(iii) Sia @ una misura martingala equivalente, scrivere la dinamica di {S; }¢»0,1= 1,2,
rispetto a @, e calcolare il prezzo v, al tempo ¢ = 0, del derivato di payoff finale

F(St,S%) = Sp5% +10.
(Suggerimento: scrivere

o2 3 . 52 o2
Q 3,Q 1.Q 2,.Q
Stl = Sée(r__zl']"—_%z')t'i'gllwt to13W,; , S? — Sge(r*_%l'__%z)“'“’?lwt +oz2 Wy )

3. Sia @ una misura neutrale al rischio e 7 il tempo di default di una nota istituzione
finanziaria di distribuzione esponenziale di parametro A > 0. Sia la probabilita di
default ¢ = Q(7 < T) = 0,15 con T = 1 anno e il prezzo oggi di uno ZCB privo di
rischio di maturita T'= 1 e valore nominale 100 euro anno pari a 95 euro.

(i) Calcolare il prezzo oggi di DZCB con recovery of treasury (pagato alla scadenza)
pari a 1 — § = 30%, di valore nominale 100 euro e maturita 7.

(ii) Calcolare il prezzo oggi di un DZCB con recovery nullo e valore nominale 1008 e
maturita T'= 2 anni.

(iii) Calcolare il prezzo al tempo ¢ = 0 di un defaultable coupon bond (senza recovery)
emesso dalla stessa istituzione finanziaria di valore nominale 100 euro, maturita T' = 2
anni, che paga cedole annuali pari a 10 euro.
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