Scritto del 23 gennaio 2020
Corso di Titoli derivati e Gestione del rischio II
Prof.ssa Claudia Ceci

Sia dato uno spazio di probabilita (€2, F, P) dotato di una filtrazione {F;}:>o0.

1.
Sia {St}+>0 il prezzo di un’azione nel modello Black & Scholes, ossia soluzione della
EDS

dS: = St(pdt - O’th) So > 0,

con p (rendimento atteso), e ¢ > 0 (volatilitd) costanti. Si indichi con r > 0 il tasso
d’interesse privo di rischio composto continuamente.
(i) Determinare il prezzo v(t,z) (al tempo ¢t € [0,7] se S¢ = ) del derivato di payoff
3

finale F(St) = 3£
(iii) Verificare che v(¢, z) verifica 'equazione di valutazione di Black & Scholes.

3
(iii) Applicare la formula di Ito per determinare la dinamica del processo ¥; = i—g
rispetto alla misura (). E’ un moto browniano geometrico? Scrivere il suo rendimento

atteso.

2.
Siano {Sf}is0, i = 1,2,3, i prezzi di tre azioni descritti dalle seguenti equazioni dif-
ferenziali stocastiche:

dStI = Stl(lu‘ldt + Ullthl + Ul?thQ)v Sé > 0.
dS? = ng(fiildt + 0_22th2 + 023th3)a Sg > 0.

dS? = S} (uadt + 033dW?) S3 > 0.

con pi, i =1,2,3e0:55 >0,i=1,2,37=1,2,3 costanti, {Wi} >0, ¢ = 1,2, 3, moti
browniani indipendenti. Considerare un mercato finanziario costituito da i tre titoli
ed il bond con tasso d’interesse privo di rischio r > 0.
(i) Dare la definizione di misura martingala equivalente e di mercato completo;
(i) Determinare le misure martingala equivalenti. Il mercato é libero da arbitraggi? é
completo o incompleto? (giustificare le risposte)
(iii) Calcolare il prezzo, al tempo t = 0, del derivato di payoff finale
2. 02
F(5%,53%) = (—Sséﬁ%ﬁ (Suggerimento: scrivere S = S&e('"_%—%l)t""’“th’Qi‘athZ’Q).
0 0

(iv) Facoltativo: Scrivere

dS? = S2(jadt + +02dW7)

con {/W/,,z}tzo moto browniano e calcolare il coefficiente di correlazione p tra {/D\V_;Z}tZ[]
e {W2}e>0 (Suggerimento: E[W2WE] = pt).

3.

Sia 2 una misura neutrale al rischio e 7 il tempo di default di una nota istituzione
finanziaria di distribuzione esponenziale A > 0. Sia 7 > 0 il tasso d’interesse composto
continuamente.

a) Determinare il prezzo prr(0,T) di un DZCB con recovery of treasury (pagato alla
scadenza) pari a 1 — §, di valore nominale x e maturitd T.

b) Sia oggi il prezzo di un free-defaultable ZCB di valore nominale 100 euro, maturita
T = 2 anni, pari a pp = 97 euro e quello di un DZCB, di stesso valore nominale e
maturitd, con § = 80% pari a prr = 94 euro. Determinare l'intensitd di default A
dell’istituzione finanziaria.

c) Calcolare il prezzo al tempo t = 0 di un defaultable coupon bond emesso dalla
stessa istituzione finanziaria di valore nominale 100 euro, maturitd T = 2 anni, che
paga cedole semestrali pari a 10 euro con tasso di recupero del 1 — § = 20% solo sul
valore nominale e pagabile alla scadenza.
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