Scritto del 10 gennaio 2019
Corso di Titoli derivati e Gestione del rischio II
Prof.ssa Claudia Ceci

Sia dato uno spazio di probabilita (2, F, P) dotato di una filtrazione {F; }+>0.

1. Sia {S:}+>0 il prezzo di un’azione nel modello Black & Scholes.

de = St(}ldt + G'th) So > 0,

con y, e ¢ > 0 costanti e {W;};>0 moto browniano. Si indichi con r > 0 il tasso
d’interesse privo di rischio composto continuamente.

(i) Tramite la formula di Tto determinare I’espressione esplicita di Sy .
(Suggerimento: applicare Ito per determinare la dinamica di log(S:))

(ii) Individuare I'unica misura martingala @ e scrivere la dinamica di S; rispetto a Q.
(iii) Determinare il prezzo di un derivato v(t,z) (al tempo t se S; = x) di payoff finale
F(ST) = SOI{ST>SO}'

(iv) Calcolare il delta del portafoglio di copertura, 8(t,z), al tempo ¢ se Sy = z. In
particolare al tempo t = 0, prevede ’acquisto di azioni o la vendita allo scoperto?

2. Siano {S;}i>0, i = 1,2,3, i prezzi di tre azioni descritti dalle seguenti equazioni
differenziali stocastiche:

dSt = S} (pidt + o1dW})  Ss > 0.
dS; = 87 (padt + 02dW?2), 52> 0.

dS; = 87 (uadt + o3dW}) S5 > 0.

con i, o5 > 0,i = 1,2, 3, costanti, {W/}io, i = 1, 287 moti browniani indipendenti.
Considerare un mercato finanziario costituito dai tre titoli ed il bond con tasso d’interesse
privo di rischio r > 0.

(i) Dare la definizione di misura martingala equivalente;

(ii) In quale circostanza il mercato é libero da arbitraggi? In quale circostanza il
mercato é libero da arbitraggi e completo?

(iii) Nella circostanza in cui il mercato é libero da arbitraggi e completo, determinare
tramite la valutazione neutrale al rischio, il prezzo di un derivato u(t,z1, T2, T3) (al
tempo ¢ se se S = zi, i = 1,2,3) di payoff finale F(S%, $2, 53) = $+52.55.
(Suggerimento: utilizzare l'indipendenza di {W}"%}:50 e {W2%}in0 rispetto alla
misura Q).

3.

Sia ) una misura neutrale al rischio. Sia 7 il tempo di default di una determi-
nata istituzione finanziaria di distribuzione esponenziale A > 0 (hazard rate costante
¥2(t) = \). Si assuma tasso d’interesse privo di rischio r > 0.

a) Determinare il prezzo p1 (0, T) (al tempo ¢ = 0), di un DZCB emesso dall’istituzione
finanziaria con recovery of treasury (pagato alla scadenza T) pari al 1 — &, di valore
nominale z euro e maturita 7.

b) Sia oggi il prezzo di un free-defaultable ZCB di valore nominale 35 euro, maturitd
T = 2 anni, pari a pg = 30 euro e quello di un DZCB con recovery of treasury pari al
60% di stesso valore nominale e maturitd, pari a p; = 28 euro. Determinare I’intensitd
di default A dell’istituzione finanziaria.

c) Determinare il prezzo oggi di un DZCB emesso dall’istituzione finanziaria con re-
covery pari al 50%, valore nominale 50 euro e maturitd 6 mesi.
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Scritto del 31 gennaio 2019
Corso di Titoli derivati e Gestione del rischio II
Prof.ssa Claudia Ceci

Sia dato uno spazio di probabilita (Q, F, P) dotato di una filtrazione {Ft}ezo.

1. Sia {W}}+>0 moto browniano.
(i) Dimostrare che M, := ¢~ 1/2¢*+<We con ¢ costante, é una martingala.
(ii) Applicare la formula di Tto per determinare PEDS di cui M; é soluzione.

Sia {St}e>0 il prezzo di un’azione nel modello Black & Scholes, soluzione della EDS
dS: = Si(pdt + odWy)  So > 0,

con u, e o > 0 costanti. Si indichi con r > 0 il tasso d'interesse privo di rischio
composto continuamente.

(ili) Determinare la dinamica del prezzo scontato Sy = S;e™"".

(iv) Individuare I'unica misura martingala @Q, scrivere la dinamica di S; e di S, rispetto
a @ e dedurre dal punto (i) espressione esplicita di S; e di S; rispetto alla misura Q.
(v) Determinare il prezzo di un derivato v(t,z) (al tempo ¢ se Sz = z) di payoff finale
F(Sr) = (%)%

(vi) Applicare la formula di Ito per determinare la dinamica del processo Y; = (g{;)a
rispetto alla misura Q.

2. Siano {Si}tzn, i=1,2,3, i prezzi di tre azioni descritti dalle seguenti equazioni
differenziali stocastiche:

dS; = S} (u1dt + 011dW} + g12dW?2) S > 0.
dS7 = S (pzdt + o20dW2 + a23dWP), S2> 0.

deS = Sts(,u,gdt - O'slthl + 0’34th4) Sg > 0

con pi, o33 > 0,4,7 = 1,2,3,4, costanti, {W;}i>0, i = 1,2,3,4, moti browniani in-
dipendenti. Considerare un mercato finanziario costituito dai tre titoli ed il bond con
tasso d’interesse privo di rischio v > 0.

(i) Dare la definizione di misura martingala equivalente;

(ii) Determinare le misure martingale equivalenti. Il mercato é libero da arbitraggi?
E completo o incompleto?

(iii) E’ possibile aggiungere un quarto titolo da rendere completo il mercato?

(iv) Applicare la formula di Tto (multidimensionale) per mostrare che il processo

"%1 o2 1 2
st — ée(m——z—-—%z)eranWt-i-c‘nWt

risolve la prima equazione del sistema.

3. Sia () una misura neutrale al rischio e 7 il tempo di default di una nota istituzione
finanziaria di distribuzione esponenziale A > 0. Sia r > 0 il tasso d’interesse composto
continuamente.

a) Determinare il prezzo p(0,T) di un DZCB (senza recovery) di valore nominale z e
maturita T.

b) Calcolare Q(r < T|r > t) con t € (0,T).

c) Determinare il prezzo p(t,T) al tempo ¢ € [0, T].

d) Sia T = 2 anni, ¢ = 100 e r = 2%. Se il prezzo al tempo ¢t = 6 mesi é p(t, T) = 958,
determinare 'intensitd di default A > 0 dell’istituto finanziario.
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Scritto del 14 febbraio 2019
Corso di Titoli derivati e Gestione del rischio IT
Prof.ssa Claudia Ceci

Sia dato uno spazio di probabilitd (€2, 7, P) dotato di una filtrazione {F:}¢>o.

1.
Sia {S:}:>0 il prezzo di un’azione nel modello Black & Scholes, ossia soluzione della
EDS

dSt — Sg(ﬂdt +0'de) S() > 0,

con p, e 0 > 0 costanti. Si indichi con r > 0 il tasso d’interesse privo di rischio
composto continuamente.

(i) Individuare I'unica misura martingala @ e scrivere la dinamica di S; rispetto a Q.
(ii) Determinare il prezzo v(t,z) (al tempo ¢t € [0,T] se S: = z) del derivato di payoff
finale F(St) = (St — So)%.

(iii) Verificare che v(t,z) verifica 'equazione di valutazione di Black & Scholes.

(iii) Applicare la formula di Ito per determinare la dinamica del processo ¥; = (S:—Sg)?2
rispetto alla misura Q.

2. Siano {Sé}tzo, i = 1,2, i prezzi di due azioni descritti rispetto ad una misura
martingala Q dalle seguenti EDS:

dS} = S} (rdt + o11dWy + 012dW?2) S5 > 0.

dS; = SE(rdt + 02dW?), St > 0.

con o11 > 0, 012 > 0 e o2 > 0 costanti e {W/}:>0, 4 = 1,2, moti browniani indipen-
denti.

(i) Determinare o1 > 0 e {B:}:>0 moto browniano tali che dS; = S} (rdt + o1dBy) .
(ii) I moti browniani {B:}i»0 € {W¢}iz0 sono correlati? Calcolare il loro coefficiente
di correlazione p.

(iii) Utilizzando il punto (i) scrivere esplicitamente S;, t € [0, 7).

(iv) Calcolare

v(t,z1,22) = e " TV EQ[S53.5%|S; = &1, SE = x4].

3.

Sia @@ una misura neutrale al rischio e 7 il tempo di default di una nota istituzione
finanziaria di distribuzione esponenziale A > 0. Sia r > 0 il tasso d’interesse composto
continuamente.

a) Determinare il prezzo prr(0,T) di un DZCB con recovery of treasury (pagato alla
scadenza) pari a 1 — & di valore nominale x e maturita T.

b) Sia oggi il prezzo di un free-defaultable ZCB di valore nominale 100 euro, maturitd
T = 1 anno, pari a pop = 98 euro e quello di un DZCB, di stesso valore nominale
e maturitd, con recovery of treasury del 70% pari a prr = 95 euro. Determinare
I'intensita di default A\ dell’istituzione finanziaria.

¢) Determinare il prezzo pryv(0,T) di un DZCB con recovery face value (pagato
nell’istante di default) pari al 70%, valore nominale 100 euro e maturitd T = 1 anno.
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Scritto del 13 giugno 2019
Corso di Titoli derivati e Gestione del rischio II
Prof.ssa Claudia Ceci

Sia dato uno spazio di probabilita (€2, F, P) dotato di una filtrazione {F:}:50.

1. Sia {S;}+>0 il prezzo di un’azione nel modello Black & Scholes, ossia soluzione della
EDS
dS, = Si(udt + cdWs) So > 0,

con pu, e ¢ > 0 costanti. Si indichi con r > 0 il tasso d’interesse privo di rischio
composto continuamente.

(i) Individuare l'unica misura martingala @ e scrivere la dinamica di S; rispetto a Q.
(ii) Determinare il prezzo v(t,z) (al tempo t € [0,T] se S: = z) del derivato di payoff
finale F(St) = 5% — log(ST).

(iii) Calcolare il delta del portafoglio di coperture al tempo t se S; = z, la strategia
di copertura prevede vendite allo scoperto? Calcolare per quali valori di Sy, al tempo
t =0, il delta é negativo. '

(iv)Verificare che (¢, z) risolve I’equazione di valutazione di Black & Scholes.

(v) Facoltativo: Applicare la formula di Ito per determinare la dinamica del processo
Y: = S7 — log(S;) rispetto alla misura Q.

2. Si consideri un mercato finanziario con due titoli rischiosi i cui prezzi {Sf}i>0 e
{5%}+>0 sono soluzioni delle equazioni differenziali stocastiche:

dS; = St (udt + o1dW¢) 5§ >0
dSE = SF(padt + o2dW?), 82> 0.

con o1 > 0, o2 > 0 e {Wili»o, i = 1,2, moti browniani correlati E[WSW#] = pt,
p €[0,1). Sia r > 0 tasso d’interesse istantaneo privo di rischio.

(i) Mostrare che il mercato finanziario é completo. Per p = 1 il mercato rimane
completo?

Suggerimento: scrivere W7 = pW! + /1 — p2B;, con B; moto browniano indipen-
dente da W.

(ii) Mostrare che esiste ed é unica la misura martingala @ tale che

dSt = S} (rdt + a1dW}h?) 83 >0
dS; = Si(rdt + o2dW2>?), S:>0
con W9 e W29 moti browniani correlati rispetto a @, EWFCW2?) = pt.

(iii) Calcolare il prezzo v(t,z1,x2) di un derivato al tempo ¢ se S} = 1 e S7 = 2 di
payoff finale log(S%)log(S%): :

v(t, z1,22) = e Tt pe [Llog(ST)log(SF)|St = z1, 57 = za).

Suggerimento: Assumere EQ[(W,}’Q — th'Q)(W%’Q —WZ9)] = p(T —t)
(iv) Facoltativo: Dimostrare se due moti browniani sono tali che E[W}W2] = pt
vt, allora E[(Wg — W} (WE — W2)] = p(T —t) Vt < T.

3. Sia @ una misura neutrale al rischio e 7 il tempo di default di una nota istituzione
finanziaria di distribuzione esponenziale A > 0. Sia r > 0 il tasso d’interesse composto
continuamente. Il valore di mercato al ¢ = 6 mesi di un free-defaultable ZCB di
maturita T = 12 mesi e valore nominale 100 euro é pari a 98 euro.

i) Sia il prezzo p(¢,T) al t = 6 mesi di un DZCB di maturitd 7' = 12 mesi e di valore
nominale 100 euro é pari a 88 euro. Determinare 'intensitd di default A dell’istituzione
finanziaria.

ii) Determinare il prezzo prr(t,T) con t = 6 mesi e T = 12 mesi di un DZCB di valore
nominale 100 euro e recovery of treasury (pagato alla scadenza) pari a 1 — 4§ = 0, 75.
iii) Sia il prezzo al t = 6 mesi di un DZCB (senza recovery) emesso da un’altra
istituzione finanziaria di maturitd 7 = 12 mesi e di valore nominale 100 euro pari a
80 euro. Determinare lo spread tra le due istituzioni.
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Scritto del 4 luglio 2019
Corso di Titoli derivati e Gestione del rischio II
Prof.ssa Claudia Ceci

Sia dato uno spazio di probabilitd (22, F, P) dotato di una filtrazione {F;}s>0.

1.
Si consideri un mercato finanziario con due titoli rischiosi i cui prezzi {S; }+>0 e {S7 }t>0
sono soluzioni delle equazioni differenziali stocastiche:

dS} = S} (udt + o1dW}) 83 >0
dS? = 7 (udt + 02dW?), S5 > 0.

con g1 >0, 02 > 0 ¢ {Wi}tiso, i = 1,2, moti browniani indipendenti.Sia » > 0 tasso
d’interesse istantaneo privo di rischio.
(i) Dare la definizione di misura martingala equivalente @ e di mercato completo.
(ii) Il mercato finanziario é completo? (Giustificare la risposta)
(iii) Siano §; = e 7S], i = 1,2 i prezzi scontati dei titoli. Sia h: = (4,03, 5t)
una strategia autofinanziante, di valore Vi* = alSt + a2S? + Bie™ e IZ“ = e TP
Mostrare che _ _ _

dVy" = aidS; + aidS;.
(iv) Rispetto alla misura martingala @, V* é una martingala?

2.

Si consideri il mercato finanziario dell’esercizio 1.

(i) Calcolare il prezzo v(t,z1,z2) (al tempo t € [0,T] se Sf = z1, S; = x2) del derivato
di payofl finale F(St,S%) = 1/ Sk + 1/5'%1{5%“@}, ove k é una costante positiva.

(ii) Sia Y; = 4/S}. Il processo {¥; }:>0 é un moto browniano geometrico? Ossia risolve
una EDS della forma

dY, = Yi(fi + 5dW;)

In caso di risposta affermativa determinare il suo rendimento atteso i e volatilita 7.
(Suggerimento: Applicare la formula di Ito per determinare la dinamica del processo
Y, =+/S}).
(iii) Facoltativo: Calcolare

v v
—(t,$1,.'1.‘2), —(t,El,Zg).

8321 3$z

Che cosa rappresentano queste quantita?

3.

Sia @ una misura neutrale al rischio e 7 il tempo di default di una nota istituzione
finanziaria di distribuzione esponenziale A > 0. Sia r > 0 il tasso d’interesse composto
continuamente annuo.

i} Determinare il prezzo prr(0,T) di un DZCB con recovery of treasury (pagato alla
scadenza) pari a 1 — 4, di valore nominale z e maturitd 7.

ii) Sia oggi il prezzo di un free-defaultable ZCB di valore nominale 100 euro, maturita
T = 2 anni, pari a pg = 95 euro e quello di un DZCB, di stesso valore nominale
e maturitd, con recovery of treasury del 60% pari a prr = 90 euro. Determinare
Iintensita di default A dell’istituzione finanziaria.

iii} Determinare il prezzo ppv(0,7) di un DZCB con recovery face value (pagato
nell’istante di default) pari al 60%, valore nominale 100 euro e maturitd T = 2 anni.
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Scritto del 12 settembre 2019
Corso di Titoli derivati e Gestione del rischio II
Prof.ssa Claudia Ceci

Sia dato uno spazio di probabilitd (2, 7, P) dotato di una filtrazione {F;}i>0.

1. Si consideri un mercato finanziario con tre titoli rischiosi i cui prezzi {5} }¢>o0,
{8%}e>0 e {S2}+>0 sono soluzioni delle equazioni differenziali stocastiche:

dS} = S} (mdt + o11dW}) S5 >0
dS? = 7 (padt + 022dW?), Sg >0
dS? = §7(padt + o31dW, + 032dW?), S5 >0

conay; >0,i=1,2,3ej=1,2, {W{}iz0, i = 1,2, moti browniani indipendenti. Sia
r > 0 tasso d’interesse istantaneo privo di rischio.

(i) Dare la definizione di misura martingala equivalente @ e di mercato completo.

(ii) Determinare le condizioni sui parametri y; e o;; affinché il mercato finanziario sia
libero da arbitraggi e completo.

(iii) Nella circostanza del punto ii), scrivere la dinamica dei prezzi S*, 52, S rispetto

alla misura Q. \ - —
che e gescullo

2.Si consideri il mercato finanziario dell’esercizio 1. \rispetto alla misura @, dato da

dSE - Stl(’f‘dt - G'llthLQ) Sé >0
dS? = St(rdt + 022dW{?), S5 >0
dS? = Sts(?"dt + Ualszl’Q 1 U32de’Q)a Sg >0

con {W:‘Q}tzo, i =1, 2, moti browniar_li indipendenti rispetto a Q.
(i) Applicare la formula di Ito a log(St), ¢ = 1,2 per dimostrare che

o2 1,Q g2 2,Q
Stl — S(l)e(r‘ o1, /2)t+e1 1 W, ; Stz — Sge(r 5o /2)t+o2o W] )

(ii) (Facoltativo) Dedurre dal punto precedente che

2 2 1,Q 2.Q
S? _ Sge(r—oal,’Z—aSQ,"?)t-l-ag,l W, " toza W ]

[Suggerimento: Mostrare che dS? = S5 (rdt + /02, + 02,dW>?),
con
WS’Q — o31 Wl’Q + 032 VVQ.Q
‘ Vedited, t Veiited f
moto browniano.] i
(iii) Calcolare v(t,z1,z2,23) = e_’"(T_‘)ﬁ’TS%«S% + 5252|8} = 21,82 = 22,537 = z3],
e dire cosa rappresenta?
(iv)Calcolare %(t,ml,zz,mg), i=1,2,3.
Che cosa rappresentano queste quantita?

3. Sia Q una misura neutrale al rischio e 7 il tempo di default di una nota istituzione
finanziaria (A) di distribuzione esponenziale A > 0. Sia r > 0 il tasso d’interesse
composto continuamente annuo.

i) Determinare la formula del prezzo al tempo ¢ = 0 di un DZCB con recovery of
treasury (pagato alla scadenza) pari a 1 — §, di valore nominale = e maturita T,
prr(0,T) . Qual’é il valore nel caso in cui sia z = 100 euro, A = 3%, r = 2%, 6 = 30%
e T =1 anno?

ii) Determinare la formula del prezzo prv(0,T) di un DZCB con recovery face value
(pagato nell'istante di default). Qual’é il valore nel caso in cui sia z = 100 euro,
A=3%,7=2%,6 =30% e T =1 anno?

iii) Confrontare i valori prr(0,T) e prv(0,T).

iv) Un'altra istituzione finanziaria (B) ha emesso un DZCB con zero recovery, valore
nominale 100 e maturitda T = 1 anno. Lo spread tra l'istituzione B e la A é pari al
1, 5%, determinare I'intensita di default dell’istituzione B. Motivare la risposta.
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