Scritto del 13 giugno 2019
Corso di Titoli derivati e Gestione del rischio II
Prof.ssa Claudia Ceci

Sia dato uno spazio di probabilita (€2, F, P) dotato di una filtrazione {F;}+>0.

1. Sia {St}+>0 il prezzo di un’azione nel modello Black & Scholes, ossia soluzione della
EDS
de_ = S}(,u:clt + odW;) So > 0,

con p, e ¢ > 0 costanti. Si indichi con r > 0 il tasso d’interesse privo di rischio
composto continuamente.

(i) Individuare I'unica misura martingala Q e scrivere la dinamica di S; rispetto a Q.
(ii) Determinare il prezzo v(¢,z) (al tempo ¢ € [0,T] se S; = z) del derivato di payoff
finale F(St) = 5% — log(St).

(iii) Calcolare il delta del portafoglio di coperture al tempo ¢ se S; = x, la strategia
di copertura prevede vendite allo scoperto? Calcolare per quali valori di Sy, al tempo
t =0, il delta é negativo.

(iv)Verificare che v(t, z) risolve I'equazione di valutazione di Black & Scholes.

(v) Facoltativo: Applicare la formula di Ito per determinare la dinamica del processo
Y; = S? — log(S;) rispetto alla misura Q.

2. Si consideri un mercato finanziario con due titoli rischiosi i cui prezzi {Sf}i>0 e
{S#}+>0 sono soluzioni delle equazioni differenziali stocastiche:

dS; = Sf(udt + o1dW}) S§ >0

dS; = S7(pedt + c2dW7), S3 > 0.
con a1 > 0, 03 > 0 e {W{}iso, i = 1,2, moti browniani correlati E[thWf] = pt,
p €10,1). Sia r > 0 tasso d’interesse istantaneo privo di rischio.
(i) Mostrare che il mercato finanziario é completo. Per p = 1 il mercato rimane
completo?
Suggerimento: scrivere W2 = pW, + /1 — 0% B¢, con B: moto browniano indipen-
dente da W{.
(ii) Mostrare che esiste ed € unica la misura martingala @Q tale che

dS} = S}(rdt + 01dW; %) S3 >0
dS}? = S} (rdt 4+ 02dW2?), SE>0

con W,_l’Q e W29 moti browniani correlati rispetto a Q, E [th’QWtZ‘Q] = pt.
(iii) Calcolare il prezzo v(t,z1,2) di un derivato al tempo ¢ se S; = z1 e S7 = z» di
payoff finale log(Sk)log(SZ):

o(t,z1,22) = e " TV Elog(SF)og(S2)|St = z1, S = z2].

Suggerimento: Assumere E'Q[(W;-.‘Q - VVtI'Q)(Wﬁ'Q — W2 =p(T -1
(iv) Facoltativo: Dimostrare se due moti browniani sono tali che E[W}!W?] = pt
vt, allora E[(W7 — WH)(WE — W) = p(T —t) vt < T.

3. Sia  una misura neutrale al rischio e 7 il tempo di default di una nota istituzione
finanziaria di distribuzione esponenziale A > 0. Sia r > 0 il tasso d’interesse composto
continuamente. Il valore di mercato al ¢ = 6 mesi di un free-defaultable ZCB di
maturitd 7" = 12 mesi e valore nominale 100 euro é pari a 98 euro.

i) Sia il prezzo p(¢,T') al ¢t = 6 mesi di un DZCB di maturitda T = 12 mesi € di valore
nominale 100 euro é pari a 88 euro. Determinare I'intensita di default X dell’istituzione
finanziaria.

ii) Determinare il prezzo prr(t,T) con £ = 6 mesi e T = 12 mesi di un DZCB di valore
nominale 100 euro e recovery of treasury (pagato alla scadenza) paria 1 — 46 =0,75.
iii) Sia il prezzo al ¢ = 6 mesi di un DZCB (senza recovery) emesso da un’altra
istituzione finanziaria di maturitd 7" = 12 mesi e di valore nominale 100 euro pari a
80 euro. Determinare lo spread tra le due istituzioni.
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