Scritto del 27 gennaio 2022
Corso di Titoli derivati e Gestione del rischio II
Prof.ssa Claudia Ceci

1. Sia {S:}+>0 il prezzo di un’azione nel modello Black & Scholes, ossia soluzione della
EDS

dS; = St(,udt + Uth) So >0,

con p (rendimento atteso), e o > 0 (volatilitd) costanti. Si indichi con 7 > 0 il tasso
d’interesse privo di rischio composto continuamente.

(i) Determinare il prezzo v(t,z) (al tempo t € [0,T] se S¢ = z) del derivato di payoff
finale F(St) = log*(ST).

(ii) Applicare la formula di Ito per determinare la EDS che ¥; = log®(S:) risolve.
Scrivere la EDS nella forma: i

dY, = b(t, Ya)dt + a(t, Ys)dWs.

Facoltativo: (iii) Verificare che v(t,z) é soluzione dell’equazione di valutazione di
Black & Scholes.

2. Considerare un mercato finanziario costituito da tre titoli ed il bond con tasso
d'interesse privo di rischio r > 0. Siano {Sf}s>0, @ = 1,2,3, i prezzi delle tre azioni
descritti dalle seguenti equazioni differenziali stocastiche:

dSi = S (mdt + onidWi), Si>0
dS; = S7(u2dt + o2ad W + 02adW?), 82>0

dS? = 83 (uadt + oazdW?2 + o33dWy), S5 >0

con oi; > 0, ¢ {W}e30, 4 = 1,2,3, moti browniani indipendenti.

(i) Dare la definizione di misura martingala equivalente e di mercato completo;

(ii) In quale circostanze il mercato é libero da arbitraggi? é completo o incompleto?
(giustificare le risposte)

(iii) Sia Q una misura martingala equivalente, scrivere la dinamica di {St}es0,i=1,2,
rispetto a Q, e calcolare il prezzo v(t,z1,z2) del derivato di payoff finale:

F(S%,5%) = St log(S2)

al tempo t sapendo che S} = z;,i =1,2.
Suggerimento:

ahe 0‘2 0'2 2,Q 3,Q
i = Sperm - tten W Vhens W g

3. Sia Q una misura neutrale al rischio e 7 il tempo di default di una nota istituzione
finanziaria R di distribuzione esponenziale A2 > 0. Sia r > 0 il tasso d’interesse
composto continuamente e § il LGD di R. Considerare un CDS scritto su R con
scadenza 1 anno e premi semestrali.

(i) Indicato con z il CDS spread, determinare il valore del flusso dei premi al tempo
t=0, V™™ (z);

(ii) Determinare il valore del pagamento al default al tempo ¢t =0, V[,d’f ;
(iil) Determinare il fair CDS spread z3.
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