Statistica: principi e metodi

Capitolo 10

Analisi delle distribuzioni
doppie: regressione
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Analisi delle relazioni fra i caratteri di
una distribuzione doppia quantitativa

Data la distribuzione congiunta di due caratteri quantitativi, i quesiti a cui
la statistica deve rispondere sono

v'esiste una relazione fra i due caratteri?
v'che tipo di relazione esiste?

Un carattere puo essere
DIPENDENZA considerato antecedente

logico dell'altro

ESEMPIG Eta (antecedente) - Statura (conseguente)
Reddito(antecedente) - Consumo (conseguente)

Non si puo stabilire quale
sia il carattere

INTERDIPENDENZA antecedente e quale il

conseguente

ESEMPIG Voto in matematicaé&—> Voto in statistica
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Strumenti per l'analisi delle relazioni di
una distribuzione doppia quantitativa

!Irumen'u !l !HOIISI




Modello di regressione

Una relazione statistica puo essere descritta tramite l'equazione
y=f(x)+¢&
dove la variabile risposta, y, & espressa come somma di due

componenti:

o quella rappresentata dalla funzione matematica A x), che
fornisce il contributo della variabile indipendente x al livello
della variabile risposta y

o quella "residuale”, & che sintetizza il contributo di tutti i
fattori che potrebbero influire sulla variabile risposta y e che
non vengoho considerats.

Tale relazione definisce il modello di regressione di ¥ su X
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Regressione lineare

Se la funzione
matematica AX), y
che descrive la

dipendenza di ¥Y'da X,

e I'equazione della

retta ' {}lﬂ
. ]
| l
=L + /X +E€, L
y=h+A T .
; x x+1 b
dove %, e f; sono i
parametri della funzione, [y : infercetta
abbiamo la B, : coefficiente angolare

regressione lineare.
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Nella tabella sono riportati il
numero di ore lavorate ed il humero
di articoli prodotti da 10 artigiani
nel corso di un mese.

Vogliamo stabilire se la retta

e una funzione adatta

a esprimere il legame

associativo tra il numero di articoli
prodotti ed il numero di ore di
lavoro.

Numero di
ore di
lavoro

173
178
169
170
177
178
180
185
165
168

Numero di

articoli

prodotti
164
172
163
160
166
165
165
170
152
156
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Grafico di dispersione

Numero Numero di o= y e
di ore di articoli § 170 LT 185 170
lavoro  prodotti + 177 166 '
+- *
173 164 | .o % 165 © oo 1y 173 164% ¢ 180:165
178 172 'g B 160 R 178; 165
169 163 | § & '
177 166 4 ¢ 165; 152
178 165 150
180 165 160 165 170 175 180 185 190
185 170 Numero di ore di lavoro
165 152
168 156

L andamento dei punti suggerisce che

la relazione statistica che lega il numero di prodotti a/

numero di ore lavorate puo essere espressa da una retta.
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Regressione lineare

o (x, v), (X, ¥5), ..., (X, Ya) Sono le coppie di valori osservati
su NV unita statistiche, dette punti osservati o nuvola di
punti.

o Il problema e quello di assegnare ai parametri 5, e £
della retta

y=00+p1x+E€,

i valori che consentano di approssimare nel miglior modo
possibile la nuvola dei punti. In altri termini, dobbiamo
determinare quella retta - tra /e infinte del piano -, che
meglio si adatta alla nuvola di punti.

o La soluzione viene trovata utilizzando il metodo dei minimi

quadrati.
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Metodo dei minimi quadrati

Indicati con b, e b; due particolari valori di 4, e £, siano

}I;/‘ — bo +t§X,-, [ = 1,2,...,/\/

i valori teorici o predizioni di Y.
Con il metodo dei minimi quadrati si assegnano a 5, e b, i valori che
rendono minima la quantita S, data da

N

N
S = ;(Yi _)A’i)z :Z(Yi -b, —blxl.)2 =(y, —by —byx,)? +---+

i=1

+(yn —bo —biXy )?

Si tratta della somma dei quadrati delle differenze tra i valori
effettivi e i valori teorici di ¥, una misura del grado di

approssimazione dei valori osservati tramite le predizioni.
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Metodo dei minimi

quadrati

= Equazioni normali: derivate
parziali della funzione rispetto ai
parametri, poste uguali a zero

0S N
0S ZN
ob = i1 (Yi _bo _blxi )xi =0
N N
1P =N RN T R

N N N
o i-1 =

i=1 E—
(N N
Zy, —Nb, —bIZx, =0
) l;l | i=1 |
ZY.xi _bozxi _blzxiz =0
i=1 i=1 i=1
N N
—b> x?=0
i=1 i=1
=0

z YiXi — NUy“x C
bl — _i=l - xy
Z x; - N b,

Determinazione di by e b, : valori che
rendono minima la quantita

S = iZNl:(Yi -y,) :i(Yi by —bix; f
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Stima dei parametri

Dalla soluzione del problema di minimo, si trovano le
formule seguenti per b, e by: el

b, Cxy :@M:(Zl (X —Hy )(Y; — By )
<« =12

devianza

duy ey sono le medie aritmetiche delle
distribuzioni marginali di Xe di V.
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Parametri della retta
di regressione:

1 N 2
° ° . X -
esempio di calcolo 2410~ 1)
|
= 174.30
i (Xi-t)-(yi-t) | &7 &

= = 163.30 - y:19.851+0.823x o

S 170 o

XY b Yty G- )

173 164 -130 0.70 169 -091 g s *—o
178 172 370 8.70 13.69  32.19 .§ 6o

o] -
169 163 -530 -0.30 28.09 159 o l,ﬂeﬁa di
170 160 -430 -3.30 1849 1419 | g™ regressione
177 166 270 270 729 729 | 2 * |lstimata |
178 165 370 170 13.69 6.29 10 165 170 175 180 185 190
180 165 570 170 3249 969 Numero di ore di lavoro
185 170 1070 6.70 11449 7169
165 152 -930 -11.30 86.49 105.09 - Cﬂ_:>293,10 0823
168 156 -6.30 -7.30 3969 4599 1‘;“D o 356.10 o

/' “” X *
Totale 356.10 (293.10;)- -----

N
b. — Zi:l (Xi — Hy )(Y. _Uy) bo = Hy _blux

bO

:/’ly _bllle =
=163.30—-0.823-17430=19.851




Retta di regressione

Una volta calcolati b, e b, I'equazione che ne risulta

};Zbo -I-bl)(

rappresenta la retta di regressione stimata di ¥ su X.

Il significato da attribuire al coefficiente angolare b, ¢ il
seguente. Poiché la retta rispecchia I"andamento medio” dei
dati osservati, b, indica la variazione media che subisce Y
quando X aumenta di una unita.

La retta di regressione passa per il baricentro della
distribuzione doppia, cioe per il punto (&, 4).
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Interpretazione geometrica dei
parametri

o b, > intercetta della retta: punto in
cui la retta interseca l'asse verticale;

valore della y per x=0: y y
bo
» by > coefficiente angolare della retta W , A
O 1

o coefficiente di regressione;

~se b, <0 la retta ¢ inclinata
hegativamente: al crescere della A
variabile indipendente x la variabile Y
dipendente y decresce;

- se by =0 la retta e parallela all'asse
delle ascisse: al crescere della >
variabile x la y rimane costante X

(indipendenza lineare);

- se b; >0 la retta ¢ inclinata
positivamente e al crescere della

variabile x cresce anche lay: Cap. 10-14
ap. -



Residui

Le differenze tra i valori effettivi e i
valori teorici di Y,

175

e=y-v=y-(+bx), i=12,..N

sono dette residui.
La loro somma e uguale a O:

170

165

160

155

Numero di articoli prodotti

150
160 165 170 175 180 185 X 190

Numero di ore di lavoro

Dalla prima equaziore normale del

metodo dei minimi guadrati si ha
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Adattamento della retta di
regressione ai dati

L'analisi di regressione include la verifica
dell'idoneita del modello a rappresentare la
relazione statistica tra le variabili Y e X.

A questo fine, viene introdotto un apposito
indice che misura la bonta dell'adattamento della
retta di regressione ai punti osservati, per la cui
costruzione ci si avvale della scomposizione

della devianza.
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Scomposizione della devianza nel
modello di regressione

Data una distribuzione doppia disaggregata, la
devianza della distribuzione marginale del carattere
Y puo essere cosi scomposta:

devianza spiegata=Dg

devianza residua=0p

N N n
B =3y~ =( 27~y +Czl (, —y,@

dove ¥, sono le predizioni fornite dalla retta di

regressione.
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Scomposizione della devianza nel modello di
regressione: dimostrazione

Sottraiamo e aa’d/Z/an/amo
N/ valore teorico di' y

D, = Z(y. —y )= Z(y. Yi+Yi— uy)2 Z(y. -y,)° +Z(y. uy)2

S w/uppo de/ gquadrato del binomi
(Y =YY —1y)

Sostituendo al valore feor/co /a

sua espressione si ha
P / - \ Dalla seconda equazione

i N N N N normale der minimi
Je(bo —bixi)= Zeibo - Z ebyx; = boz b Zex =0 quadrati si ha
i-1 i=1 i~1 i=1 < ] s R
=0 = 8_bq =-2) (v, —by —bix; )x, =0
A
oS-y =0
N N N X SR —YiX =0
Z(Yi_uY)ZZZ(Yi_Uy)Z +Z(Y;—Yi)z H\\ _’
i1 = = ===

Dy = DSL + DRL Cap. 10-18



Scomposizione della devianza nel modello
di regressione: interpretazione grafica

y (osservati)
o

y(teorici)Y

y(media)

Distanza fra
'® valori
osservati e
valors teorici

>
X

A . .
Distanza fra valori
Dy ’ yi osservati e media
, |
[
® !
#
Pt H Y
Y
®
D>
X
A Va\
Ds. Y
Hy
Distanza fra valori
teorici e media
>
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Scomposizione della
devianza: esempio

i) = 163.30
Valori teorici ..

Verifichiamo
empiricamente la
scomposizione della
devianza di cui sopra:

326.10 = 241.20+84.85 =326.05

Possiamo anche verificare
che la somma dei valori
teorici di ¥ é uguale alla
somma dei valori
osservati.

,\/I.

., 173
478
69
179

177"«.1.96

178
180

185
165
168

$=19.851+0.823x

y/.

164
172
163
160

165 |
165
170
152

162.23
166.35
158.94
159.76

165.52
166.35

167.99
172.11
155.65

156

158.12

0.49
75.69
0.09
10.89
7.29
2.89
2.89
44.89
127.69
53.29

Yi OWi=ty)® (V=) (yi =y

1.145 3.13
9.27 3198
19.03 16.50
1252 0.06
494 0.23
9.27 1.81
2201 8.95
7755 444
58.58 13.29
26.88 447

Totale 326.10 241.20 84.85
310 5% °%

Dy

[ SL [ RL
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Indice di determinazione

La misura della bonta N , 5
delladattamento della rettaai  , Dg Zi:l (Yi — Uy)

punti osservati, & r = al— »
rappresentata dal rapporto: DY Zizl (Yi ~ Uy)

Dato che D,=Dg +Dg, 2
I'indice di de’rermmazlone Si r‘=1— & —1_ zu 1(y' Y,)
puo calcolare anche come D, Z 1(Y| u, )2

Espressione alternativa:

2 E:: (X =k )(Y: —Hy )]2 _ ny
Z: (Xi ~Hx )2 Z: (Yi —Hy )2 DX DY Cap. 10-21




Proprieta 2Dy _q_Da
dell'indice r2 5 b

o Assume valori nell'intervallo [O, 1].

o Raggiunge il minimo se e solo se D = 0, cioe se
e solo se la retta di regressione ¢ parallela
all'asse delle ascisse.

o Raggiunge il massimo se e solo se Dy = 0,
circostanza che si verifica se e solo se i punti
osservati giacciono su una retta.

o In base alla prima espressione, rappresenta la
frazione della variabilita totale di Y spiegata
dalla retta di regressione.
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Indice di
determinazione: "o, Y4y "TID, T Y (ny
calcolo

N ~ A
2 DSL Zizl (YI —Hy )2 2 1_ % —1— 221 (Yc —Yi )2

X Vi Y Wty i) =y
173 164 16223 049 1145 3.3
178 172 166.35 7569  9.27 3198
169 163 15894 009 19.03 16.50

L'indice di determinazione
con le tre formule:

, Dy 24120

p? = — —0.74 170 160 159.76 10.89 1252 0.6
D, 326.10 177 166 16552 729 494 0.23

178 165 166.35 289 927 181

180 165 167.99 289 2201 895

2 _q_Dr 848 5y 185 170 17211 4489 7755 4.44
D, 326.10 165 152 155.65 127.69 5858 13.29

168 156 158.12 5329 2688 447

Totale 326.10 241.20 84.85
o Chy Q1D ., otale 32310 24520 °%

" D,D, 356.10-326.10 Dy Ds Dg

Vv
codevianza calcolata a p. 9 Cap. 10-23




Il caso delle distribuzioni doppie
di frequenze

Considerando che (x;, y) I

si presenta con una frequenza g -

n; e che alle le modalita x; Xy
. X n

e y,;vanno associate Totdle  rp,

Y2

N, -
Mo

Ny,
Moz ¢

le frequenze marginali ny e 7, ;, abbiamo:

/7/-2

Carattere Y
Yj
n J

1 1 o
x =NZ;?=1 Xillios Hy :NZ/:l Yo =

Medie delle distribuzioni
marginali

Dy = Zle (X; —HX)ZH/O = | Devianza di X

Cyy = Zle ijl (X; — Hx )y ; — Hy)N;; =| Codevianza
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Il caso delle distribuzioni doppie
di frequenze

" _ - _p b
B 2 Devianza Definite le quantita O, , Dy, Cyy,
B = Z(Y J T~ Hy ) hj = totale D, e Dy, e possibile calcolare
/= I'indice di determinazione con una
delle tre formule di p. 15
b 2,11 ZZ-=1 (X = )Y — Hy)N N /
1= s 2 Stima dei
> (X — n; :
2.1 (X; = Hx) o = parametri
bo =ty —bux

S
AN 2 o
D.SL = Z(Y/ - :Uy) Nio = Devianza

/=1 spiegata
SN 2 \2 Devianza
= . —=V.)N..
De, ;;(}o T i
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Regressione nel caso delle distribuzioni di
frequenze: calcoli

Distribuzione doppia di frequenze di un gruppo di pazienti
per eta e massa muscolare:

I numer'i in rosso sono i valori centrali

46-15+56-17+66-14+76-14

= =60.50
_ 53-8+73:19+88:15+108-18 ----
15

= =84.58
Hy 60

5 7 5 17
8 4 0 14
6 2 0 14
19 15 18 60

D, - 6—10[(46 —60.50)2 15+ (56— 60.50)* 17

o o8 MV O O




Regressione nel caso delle distribuzioni di
frequenze: calcoli

= (58—84.58)> -8 +(73—84.58)*-19
=(88—84.58)2'15+(108—84.58)2 18 I numer'i in rosso sono i valori centrali

=18.221.25

L'indice di determinazione
assume il valore

2




